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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛЙРОВАІШЕ ПРОЦЕССА ВИБРАЦИОННОГО ТОЧЕНИЯ 
Белорусский национальный технический университет 
Минск, Беларусь
Разработана математическая модель механизма возникновения и поддержания в зоне резанш 
направленных колебаний, учитывающая кинематическую схему обработки и конструктивные 
параметры инструмента и позволяющая в зависимости от заданных режимов резанш 
прогнозировать и описывать траекторию движения режущей кромки инструмента. В результате 
выполненного компьютерного моделирования доказана возможность реализации траекторий 
движения режущей кромки инструмента, обеспечивающих переменное сечение срезаемого слоя при 
продольном наружном точении. Установлено, что для поддержания необходимой интенсивности 
вибраций при изменении осевой составляющей силы резанш от 350 Н  до 650 Н жесткость 
упругих элементов у, должна соответствовать диапазону 200-350 Шмм.
Для определения траекторий движения режущей кромки инструмента и выбора рациональных 
конструктивных и технологических параметров инструментов в зависимости от различных 
технологических условий обработки при черновом и получистовом продольном наружном точении 
целесообразно разработать математическую модель возникновения и поддержания в зоне резания 
направленных колебаний. С этой целью предложена схема точения с вибрациями в осевом 
направлении (рис. 1.), основанная на принципе возбуждения колебаний режущей кромки 
инструмента, посредством установки между резцом и корпусом державки упругого элемента, 
создающего в направлении движения подачи наименьщую регулируемую жесткость.
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Рис. 1. -  Схема точения с вибрациями в осевом направлении
На рис. 1. приняты следующие обозначения:
(р -  угол поворота резца вокруг оси z (обобщенная координата); Рх, Ру, Pz -  составляющие
(проекции) силы резания, Н; -  сила упругости, Н; F^p- сила трения, Н; -  реакция в шарнирной 
опоре по оси Z, Н; R ^-  нормальная реакция, Н; j ^ -  жесткость упругого элемента, Н/мм; г ^ -  
расстояние до точки приложения силы упругости пружины, мм; /-.^ р -  расстояние до точки 
приложения силы трения, мм; rę -  расстояние до центра тяжести системы (масс), мм; — 
расстояние до вершины режущего инструмента, мм; т -  масса колеблющейся системы, кг; g -  
ускорение свободного падения, м/с^ .
Из рис. 1. в соответствии с принципом Даламбера можно записать
+ ^тр + Fo + + mg + Ф = 0;
(Г к X P J  + (''л X ) + (''тр X ^тр) + Л/тр = 0,
где Fp -  сила резания;
Fą - сила упругости;
F^ -  сила трения;
7?о -  реакция опоры в точке 0;
-  нормальная реакция;
Ф -  сила инерции;
, Га , -  радиусы-векторы точек приложения сил;
Мрр -  момент трения относительно точки 0 (начала системы координат);
-  момент сил инерции относительно точки 0.
Сила упругости
Суммарное линейное и угловое перемещение (рис. 2.)
F t ~  /,Ф ^ /4 С 0 8 ф - F rp c o sc p -  ЛоС08ф +  F ^ s in c p -  ш ^ ^ с о 5 ф  +  /и — sim p =  0;
Ctt Kę
г V d V ,- . V,~ .
-  Р у +  /,.фГ_^ 8ІПф + FrpSlnф + /^ 51Пф + созф + /и—^ ЗІПф + /й---5іпф = 0;Сіі •
Р- +  m g  -  R . -  Rq =0,
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где н Rq -  реакции в шарнирной опоре по соответствующим осям;
dVcФ = т— --—  нормальная составляющая силы инерции; 
dt
(Г,"
Гс
елькая составляющая силы инерции;
~ скорость центра масс.
Векторное произведение двух векторов выражается определителем, в первой строке которого 
расположены единичные векторы Jcq, направленные вдоль осей координат, а в даух других
строках -  проекции на оси координат векторов сомножителей [1, с. 371]:
ф Jo
rj^ 'Sincp rję-coscp о
P .  - Р у  - P .
‘о Jo 
/•^ sinxp r^ coscp 0
- F_^ cos(p F^ sincp 0
*0 Jo 0^
r^ pSincp /Vpcoscp 0 
-  F^ pCoscp FrpSirKp 0
(<l 0
+ (<), +0
(<l Ą z
= 0, (1)
где Jq -  момент инерции резца относительно оси Oz, проходящей через центр вращения (точку 0); 
£ -  угловое ускорение.
dP ~
Разложим определитель (1) по элементам первой строки
o^( -^ z''a;COS9) -  ўо(-/’г^х8Іпф) + ^о(-Р^,г^зіпф -  P^rj^cosę) +
+ Iq - 0 -  Jq - 0 + Ę)(F^sin9 г з^іпф -  (-F^cosф)r^cosф) +
+  /о • О  -  Ў о  • О  +  ^ о ( ^ т р 5 І П ф  /- тр Б ІП ф  -  ( - ^ г р С 0 5 ф ) / - т р С 0 8 ф )  +  Jq • ( м ў р  +
+ Ўо(л^ ?р)^  + -  W oe = 0;
^ о ( - - Р г ' 'х С 0 5 ф  +  ( л / ў р  )  +  М - Р , г ^ : 5 \ щ  +  ( м ^  ) ^ )  +
+  ^ ) ( - Р р Г ; ^ 8 І П ф  -  P ^ r f ^ c o s ę  +  F j r ^  +  +  [ м ^  \  + J q ^ )  =  О ,
получим
^.^хС08ф = (М ^)^; 
^г'-х5Іпф = (М ^)^;
■ ■ P ^ F ^ :S Іn ф  -  ^ ^ г д ; С 0 8 ф  +  F y ^ r ^  +  F ^ r ^  +  ( m J ,  +  Ą z  =  0 .
Різ системы определим составляющие сил реззния
dVr к;
Рд. =F^ cosф+ F ^ c o s ę  - i Л^ созф -/?о8ІПф + m — — С08ф - т-^зшф =
dt /‘с
= F_^ cosф + FдpCosф + Fq созф -  Rq 8Іпф + т г^ фсозф -  /йг^ ф^ зіпф;
d V .F,, = F^ 8Іnф + F!,. зіпф + /і з^іпш + Л^созф + w^^-^sinco + m —  cosco =
dt гс
-  F<ъillф + F^ pbilllp + Л^ зілф + лл сизф + ni Гл^ фзінф -t- Wrj-ф^ СОЗф,
(2)
(3)
(4)
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Pz =~mg + Ą + R ^ .
Выразим силу трения из уравнения (5)
R,=P^ + mg~  => = (Р, + m g - R^)\i^;
Pjp ~ ■^zM’Tp’
где -  коэффициент трения.
Момент трения относительно опоры О
где h -  плечо пары сил, мм.
Тогда из системы уравнений (2) можно записать, что
(5)
( < ) х
5 Ш ф  = - ------
Р.Г,К
Подставляя уравнения (3) и (4) в третье уравнение системы (2), получаем дифференциальное 
шнение движения режущей кромки инструмента
J'at = -РуГ^5\щ -  Р,Гд.со5ф + + (м^)^ =
=  - ( f ^ s i n e p  +  f ^ s i n c p  +  Л дЗІП ф  +  Т ?^со5ф  +  т Г ( .ф 5 І п ф  +  / п г с ф ^ с о з ф У д - в і п ф -
-  ( /^ ^ С 0 8 ф  +  F^pCOSф +  /?о С 0 5 ф  -  /?0 8ІПф +  /ПГ( ф С 05ф  -  /ПГ(- ф ^5ІП ф )Г д С 05ф  +
+  ^('■ .4 + Р т р ''т р  = - F 4 '■ ^ r S І n ^ ф - P ф '- л : S І n ^ ф - Л o V ^ . s i n ^ ф -
-  /?Q Г д ;С 0 5 ф 5 ІП ф - /ЙГ( /д ;ф 5 ІП ^ ф  -  /ПГ( Г д .ф ^ С 0 5 ф 5 ІП ф - ^^Г ;^-С 08"Ф  -
-  ^ ^ р Л ^ ;С 0 5 " ф -  /? о Г ;;С 0 5 ^ ф +  /?(|гу ;^5ІП ф С 08ф - О Т/(-/-)^фС05^ф +
+ /йг^ -Г;^ ф^ 5ІпфС05ф + + F^r^ + (л/^ 5,)^  = F^  (г^  -  ) + Ртр(''тр "''a: ) “
-  -  тгсГкФ+ (w^),-
в результате преобразований получаем уравнение движения вершины режущей кромки 
трумента(точка К)
Ą  ф  =  4 б  =  F ^  (г_4 - г ,^)  + - r ^ ) - R ^ r , ^ - m Г сГ ^Ф  +  [ м ^ \
{ Ą  +  т ГсГі^  )ф  -  F ^  ( г ^  -  Гд.) +  F rp  ('•тр - Г к ) - К г і .  +  ( л /° р  \ ;
+ m )Ф -  ЛФ- Г А І > - А - Г к )  =  Р г р і Г у ^ - Г к ) - Ч  + (л^ тр )^  • (6)
Уравнение (6) -  неоднородное обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка. 
Его решение можно представить в виде суммы общего решения соответствующего однородного 
уравнения ф , и частного решения неоднородного уравнения ф  :
ф  =  Фі +  ф .
Соответствующее однородное уравнение имеет вид
{ Ą  + mręr^)ф- у^ф • (г4 -rj() = 0
Или
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Ą+m ^crt:
откуда определяем
Характеристическое уравнение будет иметь вид
1^.2 =±, \JaLa^ I l L_
Ą  + т г с г ^ ^
Поскольку г , о, получаем
A £ i lŁ 2 £ i ) .
V J o +тГсГі.
Тогда общее решение будем искать в виде
ф, = Cjcos t -Га)
V Д  + fnrcrf^
N f
+ C2Sin d
/ 1 V
jsf'Ai^K -Г^)
+ mrcrf^
где Cl и С2 -  произвольные постоянные.
Определим частное решение ф неоднородного уравнения (6)
{ J o + т  )ф  -  у ,ф  • ( г ^  - г ^ )  =  /Чр(''тр ^ 0 ''X ^ І К І (7)
Правая часть уравнения (7) не зависит от переменной поэтому решение будем искать в виде
Ф = Aj t  +  B j .
Найдем первую и вторую производные от ф и подставим в уравнение (7)
ф = Ą , Ф = О
(7 | + m r c r j ^ )  0 - j , ( Ą t  +  B j ) - r ^ ( r ^  =  ^трі^гр + (^ ^ 1
Или
- J , ( Ą t  +  B t ) - r ^ ( r ^ - r f ^ )  =  F^p(г^ р - г ^ ) -  Щ + ( м \ .
Сгруппируем коэффициенты при соответствующих степенях t  и составим уравнения 
■ ~js-Bx--^A{^A-rK) = Ftp {Гтр - Г к ) - Ч  г к  + i ;
• - ] з -А-Га {га-Гк ) ^ ^ -  
Из этой системы находим
“ -T^ pC'Vp ~ ( ^ ^ I5 ,=  -
Ах =0.
Js- fAi fA- fK)
Тогда
rn =: A,f + В. = Fyp (^ тр ^к )~^  Foffc (^тр \
Js -Га ІГа -Гк )
Решение исходного уравнения (6)
Ф = Фі + Ф =  C jC o s  t + Сгзіп t —-^1
\ Д+тгсГ^  ^
Найдем производную
 ^ ■^тр (^ тр ) "*“ Or '  
Js -Га ІГа -Гк )
■ { < 1
Ą +тгсГ^ ,
ф = -  ■—-; ■ ------^CjSin
V Л'
л
Jo +mręr^
\] \ га{Г[с - г^ )
I J o + '^'с ''к  ,
■\
+
2 5 Ł H 5 i c , c o s f , . j ^ 5 H 5 i
Д+тГсГ,^ ^
.  -  -  -  - У
Определим неизвестные С, и , пользуясь начальными условиями:
|ф(0) = фо;
1Ф(0) = Фо;
/- (п\ ■ (г<\ ~ '^тр “ ^ -  (л^ трC,cos(0j + C2Sin(0)+----- -—  ------------------ ^
Js-fAirA-rx) = Фо;
-Cl<Lliklc,si„(o)+ |а 5 І Й ) с,со=(0)=ф„
Ą+mrcrf^  V Jo+mrcrf:
^  “ - ^ т р С О р + OrCl + -  -^-------------- --------- ^ -  фо;
Js-rAi^A-rfc)
b's'-A('-/C-'-A)r r'n
V Л  +wrcr/^
Окончательно получаем
^  _ -^ трСОр Or >
’ Js -'-a('-a -^ x)
' + Фо!
Ур +mręrf^Г -  fb -^О
,  ^ \ Js '^a C^'x -  ''а)'
ф(0 =
~ т^р(^ тр ~^ АГ) + ~ )-
j j s r Ą ( r K  - Г а )
I Ą+mr^^^rf. ^
- + Фо cos
\ Jń + тггГр-
+ Фод- -- ,  -^ ^ sm 
УЛ'-^ С'-л: -  '•л)
/  I---------------- \
, Л''л f a  ->~л) ^
V V ‘^ ' ' о J
 ^ -Р'тр(''гр-Гк) + И^г,^-(м°р)__
Л •''л fa  -''А')
(8)
Уравнение, аналогичное (6), может быть получено из уравнения Лагранжа второго рода 
(которое учитывает только активные силы)
facp -  (РуГк -  Js -Га )<Р = -^ то'-тр + Pxf'K ■ (9)
Посредством пакета Mathematica проведено компьютерное моделирование динамического 
поведения режущей кромки инструмента при вибрационном точении с осевой подачей. 
Моделирование уравнений (5) и (9) показало, что наибольшее влияние на условия дробления стружки
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оказывают: составляющая силы резания Рх, жесткость упругого элемента js  и габаритные размеры 
инструмента. Поэтому для практических целей целесообразно использовать упрощенную схему 
колебательной системы. Такая схема представлена на рис. 3.
Как известно [2, с. 281], вынужденные колебания при наличии сопротивления описываются 
дифференциальным уравнением
тх + Ьх + сх = H{t), ( 10)
где X -  координата; 
т -  масса материальной точки;
Ь -  коэффициент сопротивления среды; 
с - коэффициент жесткости;
H{t) -  возмущающая сила.
В рассматриваемом случае, колебания 
уравнение колебаний (10) имеет вид
происходят вокруг точки вращения 0, поэтому
/ф + Мйф + М^Ф = М(;у^),
где /  -  момент инерции резца при его вращении вокруг точки 0;
Mfj- момент сил сопротивления;
~ момент силы упругости пружины;
М(н,)~ момент возмущающей силы.
Силами сопротивления являются силы трения, вызывающие затухание собственных колебаний. 
На практике используются следующие модели трения [3]:
- сила трения пропорциональна скорости (при колебаниях в воздушной среде);
- сила трения пропорциональна квадрату скорости (при колебаниях в жидкой среде);
- кулоновское трение -  сила трения постоянна по величине, не зависит от скорости и действует в 
направлении, противоположном скорости (при трении сухих скользящих поверхностей).
у, 1
.Г '
I IMff
I---------- / р ; ,
•So
^  £4
Т р /
i '  ТР i J. й
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Рис. 3. -  Расчетная схема колебательной системы при вибрационном точении с осевой подачей
Принимаем, что колебания инструмента происходят в воздушной среде (поскольку масляная 
пленка существенно снижает коэффициент трения резца со станком), и считаем, что сила трения 
пропорциональна скорости колебания резца Ь = 'к(р, где Я -  коэффициент пропорциональности.
Принимаем также, что возмущающая сила действует по закону
H(t)=^P^cosipt),
где р -  частота возмущающей силы.
Тогда дифференциальное уравнение траектории движения вершины режущей кромки 
инструмента(точка К)
Ię + X(p-r^+ лф  ■г^=Рх-Гк- cos{pt). ( 11)
С помощью пакета Mathematica проведено компьютерное моделирование динамического 
поведени.ч режупіей кромки ииструмснта п р и  в и б р а ц и о н н о м  точении в соответствии с уравнением 
(11). В ходе моделирования установлена возможность реализации траекторий движения режущей 
/ментя. обеспечивающих переменное сечение срезаемого слоя, а следовательно, и
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дробление стружки при продольном наружном точении. При этом установлено, что для поддержания 
необходимой интенсивности вибраций при изменении осевой составляющей силы резания Рх от 350 
Н до 650 Н жесткость упругих элементов js  должна соответствовать диапазону 200-350 Н/мм.
Полученные при моделировании расчетные траектории движения вершины режущей кромки 
соответствуют траекториям, записанным на виброграммах при проведении экспериментальных 
исследований (рис. 4.) с помощью измерительного комплекса.
Адекватность совпадения траекторий была проверена и подтверждена посредством методов
а) расчетная б) экспериментальная 
материал - сталь 45; D = 42 мм;
Vp = 105,5 м/мин; tp = 1 мм; So = 0,35 мм/об
Рис. 4. -  Траектории движения вершины режущей кромки инструмента при продольном наружном
точении
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АНАЛИЗ МЕТОДОВ И СПОСОБОВ СТРУЖКОДРОБЛЕНИЯ В ПРОЦЕССЕ ТОКАРНОЙ
ОБРАБОТКИ
Белорусский национальный технический университет 
Минск, Беларусь
Рассмотрены классификации методов и способов дробления стружки в процессе токарной 
обработки, предложенные разными авторами, проведен сравнительный анализ методов и способов 
стружкодробления с постоянными и переменными параметрами процесса резания, в том числе 
способов вибрационного резания. Предложен метод точения с наложением на традиционную схему 
резания направленных асимметричных колебаний режущего инструмента. Установлено влияние 
коэффициента асимметрии цикла колебаний инструмента на толщину срезаемого слоя.
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